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Quasi−cyclicAbelian

Codes

Codes
G : Arbitrary
G − Invariant Codes

Codes

G : Cyclic

Cyclic
Codes

t = 1
G : Cyclic

t = 1( ) ( )

CodesG − Invariant
G : Abelian

Quasi−abelianG −
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G − Invariant Codes
G : Arbitrary

Quasi − Abelian
Codes

G : Cyclict = 1

G : Cyclict = 1

G − Invariant Codes
G : Abelian

CodesAbelian Quasi − Cyclic Codes

Cyclic Codes
;
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�;�K¡�¡�[ .p� .p� .w� 0 ��) E � *������f�v� 0 � �� �.� 0 ����� � ?� ?� BA�������� 0 � ��� ' ��� � ��� ��2��� ��� @ A $ ± �
�	10� � � 4�� �>�Y@ A $  �
	/� ���� ������� /u8 @ A $ �! � � ���54���% �@BA � ���.� � ��% � ���  �+���  ��)��!�� �-���u E " x T
*��u " x $ O " Q � )+� ��� * T E A


 ����� &.-Tu��AxT \�� d ��
�	� � � � A � $ ±�
 
 � ��% ��9� � 	 ����� 	 ��� � Q @BA�¯1#� ��%

\ � � � ' / �! 

� z.i iu¹E}!V3L lHl 0 4E� � T�� � d ��
�	� � ����� ���£� � � T ¬ � @ A $ ± � V���~�����������~	�t~H�������Hj ����E!���£���£�������y�"���_~#�_~%$.�& ��$'�£�(�t~��)�'* � � $�\ � � � ' /��+�,��~��_~H�������Hj-$t~�. � �0/ �(102 (p��3434$ = � = � � j³� � � ?5�6�£�(�L�7$��E��3���~c�*�� &�& � � � � V / lHl �8�E��� � T � Q:9 � � � � �y~ j &.- � u��Ax7T � M� � A 
 *��'�;���83�� / ~	�E� / � � M� � V��yj

&.-yu���x7T � d �W< �	� � < � A>= $ ±�
 
? � M� u ¬ � �3x A 
 T � d �W< �	� � < u ¬ � �3x A = $ ±
 
 O �UQ @ A $ ± �hO �¸Q � \ � ' / �5�

? ��M� ¬ A 
� � A 
 TA@ � d �W< �	� � <%B ¬ A 
�DC A = $ ±7E � A 
 O �UQX@ A $ ± �hO �;Q � \ � ' / �G�

? � M� ¬ A 
� T � d �W< �	� � < B ¬ A 
�FC A = $ ± O � Q � \ � ' / �5�

? � M� ¬ M� T � d �W< �	� � < u ¬ M� x A = $ ± O �;Q � \ � ' / �G� ��� ���E� ¬ M� T�u ¬ � x A 


? G HIIIJ
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K�LLLM T HIIIJ
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� M � d N ¬ M � d N
K�LLLM O = � �8P

Q /�R8/ �£�TS�U�[%\]\^[ VW��XY$'� � _ / 34$'��Z@��2
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¬ M � ¬ M A $ ±� ¬ M A � $ ±� ;8;8; ¬ M A "=< °�± $ $ ±�¬ M N ¬�M A $ ±N ¬�M A � $ ±N ;8;8; ¬�M A "=< °�± $ $ ±N��� ��� ��� � � � ���¬ M � d N ¬ M A $ ±� d N ¬ M A � $ ±� d N ;8;8; ¬ M A "=< °�± $ $ ±� d N
K LLLLM

�F� � U³� ¬ �#> ¬ N > ¬#? > ;8;8; > ¬ � d N 1 $'�E� & ��~���$'� & 24��~	.���@k�y~	.���~c�F�8A_���CBED $ ± ����~���� � �GF � � d N�
�	� ¬ � BED $ ± �IH �	U� ¬ M � > ¬ M N > ¬ M ? > ;8;8; > ¬ M � d N �+$'�E�($ & ��� & ��~���$'� & 2���~	.���@k�y~	.��y~¶���8At����BED $ ± T G �,�P~	�_~	�6��~ R8/ & $'�hT � � ���£��������£�"� / ~	�KJ / ����� & / �"���_~)�'* O L � � P *��8� � �#> � N > ;8;8; > � � d N � O M5�8��� � � N	���£� ��3O@ & �,��$��"���_~ UY�E���QP �SR U�T � $�@ �U%V � P

�;�K¡�¡�[ .p� .p�-W³��0 ��) E �YX �EF R > ;8;8; > � 0 �'��/Z � ��[���Z ����).3�>�\B D&] 1 �.)+�+[���� 1�)+� �>� ).� ���.%34-���32 	 1 � 4��
4�[���- �-!^ �YX �_F R > ;8;8; > ��% �-)` �-4�)��./ ��[��ba��
	�`c`��� �!^ M Fd^�� � O ^ N > ;8;8; > ^ � P �����fehgiB D&] j /k8 B D&] �! �
� ���54���% �kB D �)[��.� � ��%lZ ��`ma �+� e  ��)<�!�� �-

e O E �on P F * � e O n P O n QpB D&] j O L �rq P
� ��%5��/Z � * � QsB Dt] X �uF R > ;8;8; > � & )+� ���=).� ��%�� �wv �!�)+�� � ����� � �21 ��)<�./ � �.��) �21 ��%  �	
4-�:)+� ��)
* � F E D 
� � ��%	��[.[ �EF R > ;8;8; � ����� &.- O � P F � � D 
 � ��%3��/Z �0	 ����� 	 � �@QpB Dt] a
� z.i iu¹E} H / @�@ �8�E�+^ M� Fyx jx �

X ��F R > ;8;8; > � � V 2�(���3�3 $ L � L � L U * � F E D 
 �� *��8�F���83��!~��_~6z ~�� R $����KAt�
 �YX �EF R > ;8;8; > � �

{F� � U �%$ / ~	�-J / �k@ � & 2m~	�83�� $ & &/- O � P �'* .�� R �E�y�4�}| x j � Q @�@ & 2 ��~ R (���3�34$ L � L � L *��8�º� $'� � �� � �£����� � $.� Uie �,�;��~	. / �y��.%1 2
& � O � P F x j� d NW� � �	� � � 
 � � � D < � ] � 
 
 ���� ���E� � � � XC~ � ' � ��^ M� / R $'�£�(���83�� / ~	�KJ / � ���_~	�L�7$t~c�"� �

H ��~���� $ &,& � � �I@ � & 2m~	�'34�,$ & � & � O � P $ �E� �'*	.�� R �E�y�T��| x j U.� � � 2 � $#A_�¸���T1u� ��$'3�� ��� ~+@5$'�L�"�,� / & $ ��U� � ���,� ��34$ &�& ���L� .�� R �£���0�f���634� $'�£�T�"$ 3��F$t~	.�� � $��W3���$t~	� ' N ^ NS�  N F ;8;8; F ' � ^ � �  � F  O ¬�� A P �{F� � U	� *�� � ���E� ��� $t~ 2 ��� � ���h~	�_~��y���6��3��_~	�'34�,$ & � � $�~ � � U�� � �y~ � / � � $ 3��_~	�83�� $ & ���W�'*-.�� R �E�y�
' M N ^ N��  N F ;8;8; F ' M � ^ � �  � F  M O ¬8� A P ��H �	UO ' M N / ' N P ^ N F ;8;8; F O ' M � / ' � P ^ �T ^¯MSF�^�� � O ^ N > ;8;8; > ^ � P � O ' M N / ' N P ^ N
Q /�R8/ �£�TS�U�� ~b~ � VW��XY$'� ��� / 34$'��Z@��2
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� � ���D����$)���_~c�"��$'.	���y�"���_~��"�,� � �(*�$ �y� � � $�� O ' M N / ' N P ��^ M N F x jx ± ��H �	U
&.- O � P F � � D 
 O L � R ~ P*��8�;�6�83�� / ~	�-J / �(���t~	�£�"$t~c� � $�~	. E � F * D


� X �EF R > ;8;8; > � �
� � �(*�� &,& � � ��~ R � � ���8�£��3 � � $'�"$'�?�f�����-�y���D34��~	�,34$ &
	 z ��~cA $'�6� $t~c�;����.�������~��"��$t~	�6*��'��3 .	�'3 $'��~ �

�� �¶iqz.�m¡ .p� .w���³� � �! �QZ �.���.Z ��[ 	 � �.��/���% ������) 4-� � � � � ����� ���i[�� � � )�% ��� +� ��%2Z 4-�/Z!`���� ����). �.�
���i[��(��� ��4�� 4�[!��)>�/Z �24 %��-�����	 ��4�[���-*�!,� ���54���%-� ����� b��<#� ��%	������4 �.� )+� ��) 4�� 4�[!��)>�/Z �24 %��-�����	 �
4�[���-*) ��� �-0/���[�	 �- � %-�/Z � ��� � � ���.Z ��� ��2��� ��[
�	10�)` � 4�� �>� B � ®D 1¯® a
� z.i iu¹E}�� � � �E��A_�����E� �,3 @ & �,� $.�"�,�t~����P�"�6�KA � $ & ��� ~ $)3���~	��3 $ &�	 z>��~cA $'���,$t~c�W����.�� � U	��* b��< $t~	. b	�D$'�£�,~	�_~��y������Up� � ��~ b��< $�~	. b �D!�"$'Xt� A $ & / ��� *��6�83 �_~��).	�,3���~	�6�,�_~	$ & B D 1¯® $�~	.1B D 1)( z>� / 1	�w@5$'�y����'* B � ®D 1¯® $t~	.�B � (D 1)( �£���w@k���y�"� A_� & 2 ����~	��� �t� � ��� � ���E� � � ��$t~ �£���£�������y�U� � ��3 ��� �_~��#.	��3��y~	�����_~5$ &� / 1	� @5$ �������"� R �y�C@	����@k��� 	 z ��~YA $'�6� $t~c��� / 1 ����.����T� * � ��� �8�E���8A_����U � * b <)$t~	. b D $'�£��~	�_~��y������U� � ��~ b D ���F.���@k�y~	.��y~¶�(�t~ b < 102%$t~pB D z & ��~�� $'����~cAt���£���,1 & � 34$�@ e U � � � � U b DlF e b < �lH ��~	�y�3� � ���� .�� ��� 	 z ��~cA'$ ��� $�~¶��U�e � � � / & . �"$.�"�,� * 21e O � � > 4�� n P F � � > A��we O n P O n Q B D 1¯® > O �¦Q 	 � H �%102/ �6��~ R (���3�3 $ L � L � S�U � � ���£� ����$  � / � � � � $�� � � > 4�� D 
 F � � > A�� O �
Q 	 T A
Q O 4 P D � H �	U�"��$t~	� *��8��3 ���83 @ �_~���~c�"����~ �_~ & 2 �t~�� ��2 � & �t�"�'34��� �E�����,. / � � & $'�6��$'�E��~	�t~�������� �

T & ��$'� & 28U5$t~ 2�~��_~��������fA_���y�"�'�0[�QpB �D ���;���_~c�"$'��~���. ��~#$)34��~	�,34$ &
	 z>��~cA $'���,$t~c� ����.��(� * $�~	.�_~ & 2 � *0� � �#ZlM�� �'*�� � �uA_���y�"�'�����,~	�_~��y���6���_~ & 2 ��~ �_~�� ��2 � & �t�"�'34��� �E������. / � � & $'����$t~	. � � �3���~	��3 $ &
	 z ��~YA $'�6� $t~c�;����.�� ��� B D z � @	$t~�~���.%1 2R� � � At���?�"�8�6� ��� O [ P�� ��Q 	�� �
���	����� � ���� � � ����� ��� � � ������ ��� �  "%$�&�'

(��y� � 1u�($t~#$'�61	�����"$'� 2 	 z ��~cA'$ ��� $�~¶�W��� .��($t~	. � / @�@ �8�E� b��< ���h~	�_~S�����6�)*��8� ��$t~	.R�"$'Xt��� A'$ & / ���*����'3 $)� / 1	�w@5$'�y� � �'*5B�� ®D 1¯® � (p�?��� N $t~	. � ? 1u��� � � � / 1	�w@5$'�����T�'* � � / � � � � $���� F � N � � ? �
� * � N $�~	. � ? $'�E��� � � 	 z ��~YA $'�6� $t~c�;� / 1 ��� .����D�81��"$'��~���. 102 �£���L�"�����y����~ R b��< ��~�� � �(� / 1	�w@5$'�y��� � N$t~	. � ? �£���w@k���y�"� A_� & 28U�� � ��~ � & � $'� & 28U � F � N�� � ? � V 2 � / ���y�����6�KAt� & 2 .	�'��~ R � � �,��U³� � �)����.��+��$t~1u� .������83O@ �8�£��.#$'�;� / 3 �'* $ *�$'34� & 2+�'*-� / 1 ����.�����Uq��$'� � �'* ��� �,� � � $'��$t~ 2�~��_~��������,�"��$t~	� *��8��3���'3O@ �_~��y~¶��� b��<��7$ X ��~ R A $ & / ��� *����'3 ���'3��)�_~��).	�,3���~	�6�,�_~	$ & � / 1	�w@5$'�����'*IB�� ®D 1�® � {F� � U & �y� / ����t~	����.���� �_~���� / � � ��� .�� O ��� �,� � �,� $ � / 1 ��� .��D�'* � � ���8��� R ��~5$ & ��� .�� P � (��y�º� 84 N > 84 ? > ;8;8; > 84 � � 1u�D$�E�?� � *	�E��@	�E���E�y~¶�"$��"� A_� �£���6�,. / � � & $'���£���-�'*	.��
�k���E�y~c� � 2�� & �t���83��,� �E������. / � � & $ ���E����U ��� ���£�¸�"��$t~	� *��8��3���'3O@ �_~��y~¶��� $'�£��~	�t~�������� *��8��� � � ����.�� �"! �%���_~	�L�"� / �y� $ � / 1	�£�y�$# �'*!� 84 N > 84 ? > ;8;8; > 84 � � $ �*�� &�& � � � � M �����L� $ ����� R ~%# F � 84 N � � H / @�@ �8�E� b �< � X �OF R > ;8;8; > �7�7$'X�� A $ & / ����*����83�� � �%�_~��Q /�R8/ �£�TS�U�� ~b~ � VW��XY$'� ��� / 34$'��Z@��2
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.	��3��y~	�����_~5$ & B D 1 ® z>� / 1	�w@5$'�y����� �bX �*F R > ;8;8; > � �E��� @u���y���KAt� & 2 �d� ~ � � � � / 1 ����.�� �'1��7$'��~���. 102�E���£�����,�?�"��~ R b �< ± ��� � ~ � U b �< � � � &�& �"$'Xt� A $ & / ��� *��6�83 ����� � ��� � ? �8��� ~ � � � * ���U�"$'Xt���uA'$ & / ���*����'3 � ~ � U;� � �y~ � & ��$'� & 28U b �< � �,�)�£� & $.�f��.7��� b �< ± 1 2 $t~ �����83��8� @ � �,�63 ��� � � ��� � �,�E� U b �< ± $�~	.b �< � �7$ Xt� A'$ & / ���F��~	.���@u��~�.���~c� & 2#$t~	. ��~�� � $.�T��$'�E� $'.	. 84 ? ��~ # � {0���m�T�£���L�"�����y�0� � ���"��$t~	� *��8��3���'3O@ �_~��y~¶���F��~#$ &,& � � � �E���6�,. / � � & $'�6�E���D��~�.����K��. 1 2&� & ��3��y~c�"���'* #¦�"�&� ~ � $t~�. � � ���7X b �< � ~	���2_�?� ���_~	����.����£��. �5� * ����� � A'$ & / ����A $'� 2+��At��� � � Uc� � ��~ @ / � 84 � ��~ # � TW�_~c�"��~ / ��~ R � � �,� � $ 28U � ��� &,& R �?�$ �E�y� # � / � � � � $���� � �4�£���6�,. / �4� & $'���£��� �'*P���"$t~	� *��8��3 ���83 @ �_~���~c�"� ��~	.����K��. 1 2 � ��� �3� & ��3���~c���$'�£� / ~	�E� & $��E��. $t~	.�� � � A $ & / �����'* $ &�& �t� � ��� �"��$t~	� *��8��3 ���83 @ �t~���~c�"�D$'�£� .��y�E���634��~���.#1 2R� � ��3 �
{F� � U � / 1 ��� .�� ��$t~ 1u� .������83 @ �'�E��. $'�F.��,�E���y�T� / 3 �'* � # � � / 1 ����.�����g � ��X �hQ #�U ��� ���£� � ��,�(�81K�7$'��~���. 1 2 �E���L�"�6�,�y����~ R b �< 
 X 	�Q%# ��� �y���6� � T & � $'� & 28Up��$'� � � / 1 ����.���� �0/ � �81��"$'��~���. �,� $3���~	��3 $ & 	 z>��~cA $'���,$t~c����� .�� ��H �	U $�~02 	 z ��~cA'$ ��� $�~¶�D����.�� � $�~%1u� .������83 @ �'�E��.%$'�T� / 3 �'* �6�83��3���~	��3 $ &
	 z ��~YA $'�6� $t~c�W��� .���� ��
 / �L�º�7$'X0��~ R $+3���~��,34$ & *�$'34� & 2��'* � / � � 34��~	�,34$ & � / 1 ����.������ / � �� � $�� � � ���,��� / 3 �,�;�L�"� &�& � � � �'��� R ��~5$ & ��� .�� U�� � �(��� .��(� $�~ 1u�����6@	�E�����£��. $'��.	���E���y��� / 3 �'* �6�83��3���~	��3 $ &
	 z ��~YA $'�6� $t~c�;����.���� �_H � � � � $8At�'U

�� �¶iqz.�m¡ .p� .w� �k� �+� )+� �5��% � ��%5�>� ��� � 0 ��[������ 1�% ��	�` 	 �!(% ��[���)��./ ��[��O`�% �.Z �() �u| & ).� ��� �����
	 � �.��/���%�������) 4-� � ��4 ��� 0 �0� �-4-�/Z!`��� � � �� ���.% �-4�) �	6Z �>� ��/Z � Z �.���.Z ��[ 	 � �.��/���% ������) 4-� � �-�a

�F� � ��A_����U�� � � .������'3O@ �8��� �"���_~ �'*4$ 	 z>��~cA $'���,$t~c� ����.�� ��~ �f���634� � *4�6�83�� 34��~	�,34$ & 	 z��~cA $'�6� $t~c�)����.����+�,�G~	��� / ~	�-J / � U � � � /	R'� *��8�3� � � � @u����� $ & � $'�£�#� * $'1u� & � $t~ ��� .�����U � / � � $ .��2z���'3O@ �8��� �"���_~ O $ �D.��,�E���y��� / 3 �'* 34��~	�,34$ & $'1u� & �,$t~ ��� .���� P �,� / ~��-J / � �
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